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Μάθηµα - Χώροι Εσωτερικού Γινοµένου

΄Ασκηση 1. ΄Εστω T : (H, 〈·, ·〉1) → (K, 〈·, ·〉2) γραµµική ισοµετρία µεταξύ δύο χώρων
Hilbert H, K. Να δειχθεί ότι 〈x, y〉1 = 〈Tx, Ty〉2, για κάθε x, y ∈ H.

΄Ασκηση 2. (α΄) Να δείξετε ότι σε ένα χώρο µε νόρµα, µια ευθεία δεν µπορεί να τέµνει τη
µοναδιαία σφαίρα του χώρου σε ακριβώς τρία σηµεία.

(ϐ΄) Να δείξετε ότι σε ένα χώρο εσωτερικού γινοµένου, µια ευθεία µπορεί να τέµνει τη
µοναδιαία σφαίρα του χώρου το πολύ σε δύο σηµεία.

(γ΄) ΄Ενας χώρος µε νόρµα (X, ‖ · ‖) ονοµάζεται αυστηρά κυρτός, αν για κάθε x, y ∈ SX

µε x 6= y και κάθε λ ∈ (0, 1), ‖λx+ (1− λ)y‖ < 1. Να δειχθούν τα ακόλουθα:

(i) Κάθε χώρος εσωτερικού γινοµένου είναι αυστηρά κυρτός.

(ii) Σε ένα χώρο µε νόρµα (X, ‖ · ‖), αν x ∈ BX και y ∈ BX µε ‖y‖ < 1, τότε για κάθε
λ ∈ (0, 1), ‖λx+ (1− λ)y‖ < 1.

(iii) ΄Ενας χώρος µε νόρµαX είναι αυστηρά κυρτός αν και µόνο αν για κάθε x, y ∈ SX

µε x 6= y, ‖1
2
(x+ y)‖ < 1. (Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το ερώτηµα (ii).)

(iv) ΄Ενας χώρος µε νόρµα X είναι αυστηρά κυρτός αν και µόνο αν κάθε ευθεία του
τέµνει τη µοναδιαία σφαίρα SX το πολύ σε δύο σηµεία.

(v) Να δοθεί παράδειγµα χώρου µε νόρµα, ο οποίος να µην είναι αυστηρά κυρτός.

΄Ασκηση 3. ΄Εστω X χώρος εσωτερικού γινοµένου και ∅ 6= A, B ⊆ X µε A ⊆ B.

(α΄) Να δειχθεί ότι A ∩ A⊥ ⊆ {0} και να δοθούν παραδείγµατα συνόλων όπου η εν λόγω
τοµή είναι κενή ή ίση µε {0}.

(ϐ΄) Να δειχθεί ότι A =
⋂
a∈A

{a}⊥.

(γ΄) Να ϐρεθούν τα {0}⊥ και X⊥.

(δ΄) Να δειχθεί ότι B⊥ ⊆ A⊥, A ⊆ A⊥⊥, A⊥ = A⊥⊥⊥ και να ϐρεθούν παραδείγµατα στα
οποια οι δύο πρώτοι εγκλεισµοί είναι γνήσιοι.

(ε΄) Αν το A είναι ανοικτό σύνολο, να ϐρεθεί το A⊥.


